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1 
Аннотация. Актуальность и цели. Низкая производительность устройств цифровой 
фильтрации является главной проблемой для решения практических задач цифровой 
обработки сигналов. Одним из способов повышения производительности таких 
устройств является параллельная обработка сигналов с использованием арифметики 
системы остаточных классов. Материалы и методы. Предложена архитектура усе-
ченного умножителя с накопителем и преобразователей для вычисления по модулю 
(2n + 1). Также был предложен способ фильтрации сигналов цифрового фильтра с 
конечной импульсной характеристикой с использованием усеченных умножителей с 
накопителем в системе остаточных классов с модулями специального вида {2n – 1, 2n, 
2n + 1}. Результаты. Использование модулей {2n – 1, 2n, 2n + 1} позволяет снизить 
аппаратные затраты по сравнению с модулями {2n – 1, 2n}. Результаты аппаратного 
моделирования показали, что для 32-разрядного фильтра в системе остаточных клас-
сов предложенный набор модулей позволяет снизить аппаратные затраты  
до 32,5 %, но при этом увеличивается задержка до 16,4 %. Выводы. Полученные  
результаты открывают возможность для создания устройств с низкими аппаратными 
затратами.  
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Abstract. Background. The low performance of digital filtering devices is the main prob-
lem for solving practical problems of digital signal processing. One of the ways to improve 
the performance of such devices is parallel signal processing using residue number system 
arithmetic. Materials and methods. The article proposes architectures of a truncated multi-
ply and accumulate unit and converters for calculating modulo 2n + 1. A method for filter-
ing digital filter signals with a finite impulse response using truncated multiply and accu-
mulate unit in residue number system with moduli of a special type {2n – 1, 2n, 2n + 1} was 
also proposed. Results. The use of moduli {2n – 1, 2n, 2n + 1} makes it possible to reduce 
hardware costs compared to moduli {2n – 1, 2n}. The results of hardware simulation 
showed that for a 32-bit filter in residue number system, the proposed moduli set allows 
reducing hardware costs to 32.5%, but at the same time, the delay increased to 16.4%. 
Conclusions. The results obtained open up the possibility of creating devices with low 
hardware costs.  
Keywords: digital signal processing, digital filter, residue number system, multiply and 
accumulate unit, hardware simulation 
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Введение 
На сегодня цифровая обработка сигналов (ЦОС) применяется на клю-

чевых отраслях современной промышленности, таких как цифровое телеви-
дение, средства массовой информации, медицина и многие другие [1]. Ос-
новным средством цифрового преобразования сигналов являются цифровые 
фильтры (ЦФ), которые разделяются на фильтры с конечной импульсной ха-
рактеристикой (КИХ) и бесконечной импульсной характеристикой (БИХ). На 
практике часто используются КИХ-фильтры за счет устойчивости и отсут-
ствия обратной связи, что позволяет избежать ошибки при вычислениях [2]. 
КИХ-фильтры используются для решения задач вычислений с целью обуче-
ния нейронных сетей [3], для задач очистки изображений от шума [4], для 
задач шифрования данных [5] и многих других.  

Повышение производительности ЦФ является главной задачей, стоя-
щей перед учеными на сегодня. Одним из способов увеличения производи-
тельности цифровых устройств являются параллельные вычисления. Система 
остаточных классов (СОК) является такой системой счисления, где вычисле-
ния производятся параллельно по нескольким каналам (модулям) СОК [6]. 
Достоинствами СОК являются параллельные вычисления: операции сложе-
ния, вычитания и умножения в СОК выполняются по каждому основанию 
независимо друг от друга, а также снижение разрядности по каждому вычис-
лительному каналу, что позволяет снизить аппаратные и временные затраты. 
Однако существуют недостатки, связанные с использованием так называе-
мых немодульных операций в СОК, таких как деление, определение знака, 
сравнение и т.д. [7].  
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1. Цифровая фильтрация с конечной импульсной характеристикой 
Результатом фильтрации в цифровом фильтре с конечной импульсной 

характеристикой является сигнал, который вычисляется по формуле 

 0( ) ( )K
iiT N c S N i== − ,  (1) 

где ic  – коэффициент фильтра; S  – исходной сигнал; ( )S N  – отсчет исход-
ного сигнала; K  – порядок фильтра.  

Для реализации КИХ-фильтров используются блоки умножителей  
с накопителем (MAC), которые выполняют операцию умножения с последу-
ющей операцией сложения с предыдущим результатом вычисления:  

 1( ) .i i iT c S N i T −= − +   (2) 

Большинство задач с использованием фильтрации решаются устрой-
ствами, работающими в режиме реального времени, для которых скорость 
вычислений, аппаратные ресурсы и затрачиваемая энергия играют важную 
роль. Поэтому возникает потребность в улучшении эксплуатационных пока-
зателей устройств цифровой фильтрации.  

2. Система остаточных классов 
Система остаточных классов – это непозиционная система счисления, 

состоящая из набора чисел, называемых основаниями или модулями системы 
1 2{ , ,..., }sd d d . Все модули id  должны быть попарно взаимно просты, т.е. 

должно выполняться следующее условие: НОД( , ) 1,j ld d j l= ≠ . Произведе-
ние модулей образует динамический диапазон системы D , который опреде-
ляет число возможных комбинаций остатков. Прямое преобразование из по-
зиционной системы счисления (ПСС) в СОК осуществляется путем взятия 
остатка по модулю: 

 1 2 1 2( , ,.., ) ( mod , mod ,..., mod ),s sX x x x X d X d X d= =   (3) 

 1 2 1 2( , ,.., ) ( mod , mod ,..., mod ).s sY y y y Y d Y d Y d= =   (4) 

Расчеты в СОК выполняются следующим образом: 

 1 1 2 2( , ,..., ),s sX Y x y x y x y∗ = ∗ ∗ ∗   (5) 

где * – модульная операция: сложение, умножение или вычитание.  
Обратное преобразование из СОК в ПСС основано на Китайской тео-

реме об остатках: 

 1
1 ,

i i

s
i i ii d d D

Z D z D−
=

=    (6) 

где i
i

DD
d

= ; 1

i
i d

D−  является мультипликативной инверсией относительно .iD  
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Главный вопрос состоит в том, какой набор модулей для фильтрации  
в СОК будет самым эффективным в плане аппаратных и временных затрат. 
Одним из примеров является использование модулей вида 2n , 2 1n − . Их эф-
фективность достигается за счет алгоритмов, позволяющих получать резуль-
таты с низкой задержкой и занимать меньше площади по сравнению с моду-
лями общего вида [8]. Однако данные модули ограничиваются числом воз-
можных комбинаций наборов модулей, так как необходимо соблюдать по-
парно взаимную простоту: модуль 2n  можно использовать лишь раз, а мо-
дуль (2 1)n −  чаще всего ограничивается числами Мерсенна, где n  – простое 

число. Для вычислений в СОК совместно с модулями 2n , 2 1n −  используют 
также модуль вида (2 1).n +  Главным недостатком модуля вида (2 1)n +  яв-
ляются большие затраты на выполнение арифметических операций, так как 
для вычислений необходимо использовать ( 1n + )-бит. Для вычислений  
с n -битной разрядностью по модулю (2 1)n +  используется специальная тех-
ника вычитания единицы. Данная техника позволяет выполнять вычисления 
по данному модулю более эффективно [9].  

3. Техника вычитания единицы 
Техника вычитания единицы преобразовывает остаток из ( 1)n + -

битного значения в n -битное и позволяет выполнять вычисления в n -битной 
разрядности. Преобразование заключается в следующем: из значения остатка, 
кроме «нуля», вычитается единица, а для нуля значение меняется только на 
старшем n-бите – определителе нуля, т.е. выполняется условие 

 
1,   0;

100 00,  0.
x if x

x
if x

− ≠
=  … =
′   (7) 

Сложение и умножение с данной техникой выполняются по формулам: 

 outx y C s+′ ′+ =′ ,  (8) 

 x y x y p′ ′′ +′ ′× + = ,  (9) 

где x′  и y′  являются слагаемыми или множителями; s′  и p′  являются ре-
зультатами сложения и умножения соответственно, которые представлены  
в технике вычитания единицы; outC  – инверсия старшего бита переноса. 

Для обратного преобразования в СОК в исходное значение по модулю 
(2 1)n +  достаточно сложить значение x′  от 0 до ( 1)n −  бита с инверсией 
знака определителя нуля nx′ , расположенный на n -бите числа x′ : 

 :0 1:0n n nx x x−′ ′= + ,  (10) 

где :0nx  – исходное значение остатка по модулю (2 1)n + , которое имеет 
( 1)n + -битную разрядность ( ): 0n , 1:0nx −′  – число в технике вычитания еди-
ницы с разрядностью в n  бит ( 1: 0n − ). 
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4. Архитектуры предложенных преобразователей,  
усеченного умножителя с накопителем и сумматора по модулю (2 1)n +  

В качестве базовых блоков сложения используются полные сумматоры 
(full adder, FA) и полусумматоры (half adder, HA) [10]. 

Чтобы выполнять вычисления по модулю (2 1)n + , для начала необхо-
димо преобразовать остатки с использованием техники вычитания единицы. 
Для выполнения вычитания чисел необходимо вычитаемое число предста-
вить в дополнительном коде [10], а затем сложить его с исходным остатком 
по модулю (2 1)n + . Значение числа «–1» в дополнительном коде равно 
"11...11"

n бит−
 . Если исходное значение равно нулю, то сумма будет равна 

"11...11" , а необходимое значение должно быть равно 
( 1)

" 10...00 "
n бит+ −
 . Отсюда 

следует, что необходимо отслеживать все биты, чтобы узнать, нулевое это 
значение или нет.  

В качестве сумматора используется архитектура сумматора с последо-
вательным переносом (carry propagate adder, CPA) (рис. 1). Так как второе 
слагаемое нам известно, схема упрощается за счет свойств логических выра-
жений: 

 1 ;S A D A D A D= ⊕ ⊕ = ⊕ =    (11) 

 (( 1) ) ( 1) ( ) ,C A D A A D A A D= ⊕ ∧ ∨ ∧ = ∧ ∨ = ∨   (12) 

где A, B и D – слагаемые; S и C – результаты бит суммы и бит переноса; ⊕ , 
  , ∧ , ∨  и A  – логические элементы «Исключающее ИЛИ» (Exclusive-OR, 
XOR), «Исключающее ИЛИ-НЕ» (Exclusive NOR, XNOR), «И» (AND), 
«ИЛИ» (OR) и «НЕ» (NOT). Архитектура сумматора для вычисления S и C 
представлена на рис. 2. Бит переноса на последнем блоке сумматора будет 
показывать, какое число было исходным, и в зависимости от данного бита 
выполняется преобразование остальных бит. Если старший бит переноса бу-
дет равен ‘1’, то исходное число не было равно “0” и старший бит результата 
будет равен ‘0’. Если старший бит переноса станет равным ‘0’, значит, ис-
ходное число было нулевым и старший бит результата будет равен ‘1’,  
а остальные биты обнулятся. Для коррекции преобразования используется 
логическая операция «И» на каждом бите, кроме знака, так как по ее свойству 

1 ;A A∧ =  0 0.A∧ =  Старший бит вычисляется с использованием логической 
операции «НЕ» для старшего бита переноса. На рис. 3 представлена архитек-
тура преобразователя вычитания единицы.  

Для перевода значения из техники вычитания единицы в исходное зна-
чение СОК по модулю (2 1)n +  используется архитектура последовательных 
HA, так как достаточно сложить число в технике вычитания единицы без 
старшего бита определителя нуля с инверсией этого же бита. Схема обратно-
го преобразователя вычитания единицы показана на рис. 4. 
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Рис. 1. Архитектура сумматора CPA по модулю 82  
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Рис. 2. Схема вычисления для перевода числа в технике вычитания единицы 

 

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

D-1 
conv

A6 A5 A4 A3 A2 A1 A0

A’6 A’5 A’4 A’3 A’2 A’0A’1

D-1 
conv

A8 A7

A’8 A’7
 

Рис. 3. Схема перевода числа в технике вычитания единицы, основанный на CPA 
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Рис. 4. Схема перевода числа из техники вычитания  
единицы 8-битного числа, основанной на HA 

 
Для фильтрации в СОК по модулям 2n  и (2 1)n −  используются блоки 

TMAC и TMAC c техникой обратного переноса (end-around carry TMAC, 
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EAC-TMAC) [8] соответственно, но вместо сумматора Когге-Стоуна будет 
использоваться сумматор CPA по модулю 2n , состоящий из блоков HA и FA 
(рис. 1) для модуля 2n  и сумматор с последовательным переносом c техни-
кой обратного переноса (end-around carry CPA, EAC-CPA) (рис. 5) для модуля 
(2 1)n − , так как данные сумматоры расходуют меньше аппаратных затрат. 

Для модуля (2 1)n +  будут использоваться преобразователи техники вычита-
ния единицы, блоки TMAC c техникой инверсного обратного переноса (In-
verted EAC-TMAC, IEAC-TMAC), состоящие из сумматоров, с сохранением 
переноса c техникой инверсного обратного переноса (IEAC-carry save adder, 
IEAC-CSA) и результирующий сумматор с последовательным переносом c 
техникой инверсного обратного переноса (IEAC-CPA) [11].  
 

 

Рис. 5. Архитектура сумматора EAC-CPA по модулю 8(2 1)−  
 
Как и у блоков TMAC и EAC-TMAC, в IEAC-TMAC также имеются ге-

нератор частичных произведений (рис. 6) и дерево сумматоров CSA (CSA-
tree) (рис. 7). Но в IEAC-TMAC выполняется больше операций сложения за 
счет большего числа слагаемых, в том числе и преобразования вычитания 
единицы, а также используются мультиплексоры для проверки знаков двух 
множителей. Если знак одного из множителей равен “1” (0 в технике вычита-
ния единицы), то результатом будут два слагаемых, которые обращаются  
в нуль, если это первый блок TMAC, или слагаемые с предыдущего IEAC-
TMAC (рис. 8) в остальных случаях. В данных вычислениях не отслеживает-
ся старший бит, который определяет нулевое значение. Он будет вычисляться 
на последнем этапе суммирования оставшихся двух чисел. 

Последнее суммирование двух чисел выполняется за счет предложен-
ного сумматора IEAC-CPA. В отличие от сумматора EAC-CPA, здесь стар-
ший бит переноса инвертируется и подается на последовательные блоки HA. 
В первом блоке HA и в каждом блоке FA необходимо отслеживать «сумму» 
двух чисел ( )A B⊕ . Если на каждом бите сумма будет равна “1”, то общая 
сумма двух чисел образует значение ”0” в преобразовании вычитания едини-
цы и старший бит будет равен “1”, в остальных случаях бит будет равен  
“0”. Архитектуры блоков FA и HA с отслеживанием суммы представлены  
на рис. 9. Архитектура сумматора IEAC-CPA показана на рис. 10. 
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Рис. 6. Генерация частичных произведений по модулю 8(2 1)+  
 

FA FA FA FA FA FA FA FA
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S0 C0S1 C1S2 C2S3 C3S4 C4S5 C5S6 C6S7 C7
 

Рис. 7. Архитектура 8-битного сумматора IEAC-CSA 
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Рис. 8. Архитектура блока IEAC-TMAC 
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Рис. 9. Архитектуры сумматоров с учетом бита суммы:  
a – полусумматор; б – полный сумматор 

 

 
Рис. 10. Архитектура 7-битного сумматора  

IEAC-CPA без учета определителя нуля 

5. Аппаратное моделирование 
Аппаратное моделирование проводилось на FPGA в среде Xilinx Viva-

do версии 2018.3. Цель данного моделирования заключается в подтверждении 
теоретического обоснования снижения аппаратных затрат с использованием 
модулей СОК вида {2 1,2 ,2 1}n n n− +  по сравнению с модулями {2 1,2 }n n− .  
Наборы модулей СОК составлялись из возможных комбинаций из 3–8 осно-
ваний с разрядностями 2 12 n≤ ≤ . Результаты моделирования, представлен-
ные в табл. 1, показывают, что фильтрация в СОК с использованием модулей 
вида {2 1,2 }n n−  позволяет получить низкую задержку по сравнению с моду-

лями {2 1,2 ,2 1}n n n− +  на 9,1–16,4 %, но набор модулей {2 1,2 ,2 1}n n n− +  
продемонстрировал низкие показатели по аппаратным затратам по сравне-
нию с фильтром на модулях {2 1,2 }n n−  на 22,9–32,5 % в зависимости от по-
рядка фильтра. 
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Заключение 
Предложен подход к реализации цифровой фильтрации сигналов  

в СОК с наборами модулей вида {2 1,2 ,2 1}n n n− + . Результаты аппаратного 
моделирования показали, что фильтры с данными модулями занимают мень-
ше аппаратных затрат по сравнению с набором модулей {2 1,2 }n n−  до 32,5 %, 
но при этом повысилась задержка до 16,4 %. 

Разработанные фильтры можно использовать для улучшения техниче-
ских характеристик цифровых устройств, в которых главным приоритетом 
является минимизация аппаратных затрат и низкие показатели энергопотреб-
ления. Будущие исследования будут направлены на внедрение предложенных 
фильтров в устройства цифровой обработки сигналов для решения задач ма-
шинного обучения, обработки изображений, обработки звука и пр. 
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